Formes Quadratiques v1.0 Attention il peut y avoir des Errata
Soit une matrice A carrée et symétrique et le vecteur xe R", alors:

-SiVx#0 ona x'Ax>0 = A est Positive définie
-SiVx#0 ona x'Ax>(0 = A est Positive semi-définie

-Si Vx#0 ona x'Ax<(0 = A est Négative définie
-SiVx#0 ona x'Ax<0 = A est Négative semi-définie

-Si x'Ax >0 pourunoudes xe R" et x"AX <0 pour un ou plusieurs autre(s) xe R" = A est Indéfinie

Exemples

X

Xy

The graph of the positive semidefinite form Q4(x, x2) = (x, + x2)%

Xy

Graph of the negative definite form Qx(xy, x3) = —x] — x3. The graph of the negative semidefinite form Qs(xy, x2) = —(x; + x2)%

The graph of the indefinite form Qs(x;, x2) = x3 — x3.




Forme Forme de la Régles des déterminants des mineurs Type d’extrema ou d’extremum
fonction principaux primaires m, de la matrice possibles avec le gradient
Hessienne of (x) P
of (x,,%,,..., X ox | o
H = Hf (3, xyyox, ) = | 200 %) =
16).¢2).¢ Ou les dérivées partielles
de la fonction f(x, ,x,,...,x.) avec of (x,,%,,...,X .
Flnsx, ») JACTEE ) =0 Vi=1,...,n
X, €R" ox, e
Positive Convexe m >0 Vi=l...n Minimum stricte
: yeees
définie strictement
x'Ax>0
Positive semi- | Convexe m >0 Vi=1l...n Plusieurs minima (non strictes)
i 90y
définie
x'Ax >0
Négative Concave (-D™"'m <0 Vi=1l,...,n Maximum stricte
: yeees
définie strictement ou
x'Ax <0 . . " "
m, <0,m, >0,m; <0,m, >0,...
On a alternance de signe commengant par
<0
Négative Concave (-D*"'m <0 Vi=1,...,n Plusieurs maxima (non strictes)
: yeers
semi-définie
'AX<0 oY
X —_— * * * *
m, <0,m, 20,m, <0,m, 20,...
On a potentiellement alternance de signe
commengant par <0
Indéfinie Point(s) Autres 7?77
d’inflexion,
Points de selle
Et autres




. . . . . * . .
Mineurs principaux primaires m;, de la matrice Hessienne H = Hf (x, , x,,...,X,) ={

f (X, %y, X,)

m, =det(M,) =

m, =det(M) = det

m, =det(M;) = det

m, =det(M ) =det

* . 7 . . Y Y . . Y .
M, estla matrice composée de la sous-matrice prenant les i -iemes premiéres lignes et i -iemes colonnes de la matrice

of (X, , %y, X,)

ox, ox,
_af(xl,xz,...,xn) of (X, ,%y,..0,X,)
ox, ox, ox, 0x,
Of (X, %5005 X,) O (X, Xy5.00s X))
| Ox,0x, 0x,0x,
_af(xl,xz,...,xn) Af (X, %y, X,) af(xl,xz,...,xn)_
ox, 0x, ox, 0x, ox, ox,
Of (X, 3%y 50 X,)  Of (X, Xy X,) O (X, X500 X,)
ox,0x, ox,0x, 0x,0x,
of (X, %5005 X,) O (X, X500 X,) O (X, Xy, X,)
ox,0x, 0x,0x, 0x, 0x,
_8f(x1,x2,...,xn) of (x,,%y,.0X,) f (X, ,%y,.0 X))
ox, ox, ox, ox, ox, ox,,
f (X, %y, X,) O (X, 2,500 X)) f (X, 5%y, X))
ox,0x, ox,0x, ox,0x,,
of (X, %505 X,) O (X, %y500 X)) Af (X, 5%y, X))
ox, 0x, ox, 0x, ox ox,

. * . 12
Hessienne H , donc M, comporte iXi éléments.

0x0x'

|

Ainsi mj = det(Mf) est le i -ieme mineur principal primaire, c’est donc le déterminant de la matrice Ml.*

Attention : il ne faut pas confondre le i-ieme mineur principal primaire noté m, =det(M,) avec le mineur

m; = det(M ;) de la matrice de mineur M;; qui est construite a partir d’'une matrice A auquel on a enlevé la ligne i et

la colonne j. Pour éviter la confusion j'ai ajouté un * lorsque I’on parle de mineurs principaux primaires.

Les mineurs principaux primaires sont utilisés pour déterminer la forme de la matrice Hessienne dans les problemes

d’optimisation.

Les mineurs (simples) sont utilisés pour calculer des déterminants avec I'expansion de Laplace.



, . . , . 2
Le déterminant d’une matrice carrée nXn est une mesure du volume dans R” (d’aire dans IR”) de la forme

géométrique construite par les vecteurs qui composent la matrice A=[q,].

4y a A .
Pour A,, = = on a la définition suivante
Gy Ay ¢

det(A,,,) = ‘Azxz

= =a,,a, —a,,a,, =ad —bc

Pour A, =|a, a,, a, | aveclaréglede Sarruson ala définition suivante

det(Ay;) =(ay Ay G| = Ay Ay sy + Ay 0005, + Q305,05 = G310y, 03 — A3y Gay3dy ) — A330y,G),

Q3 4z A

Pour le cas général on a avec I'expansion de Laplace

m -

n
det(A) =l Al =a,c; +a,c,++a,c :Zaiicii
= Vi,je N telque 1ISi<netl<j<n

n
=a,;¢;+a,,c,;+-+a,c, = Zaijclj
i=1

ou le cofacteur ij de A est le scalaire c; définipar ¢; =(=1)"'m,

ou m; estle mineur ij de A, c’est-a-dire le déterminant de la sous matrice de dimension (n—1)x(n—1) construite a

partir de la matrice A en enlevant la ligne i et la colonne j.On pourrait noter cette matrice Mij =A

—i,—j *

L R Qi G,
a.,. - oa_ ., a., a,
11 1,1 1, j+1 =)
m, =det(M,) = det(A_,_,) = det| T o
ij ij —i,j
i Qi jr G jn Aivin
L an,l an,j—l an,j+1 an’" d(n-)x(n-1)

Notez aussi que la matrice des cofacteurs C; = (—1)i+jMij .



