Intra v1.2 Attention il peut y avoir des erratas

Q1 - Nous avons les ensembles suivants qui sont des parties de R . Ici R est 'ensemble de référence.

A =1{1,2,3,4} B = {3,4,5} D =10,4]
Donnez les valeurs ou les ensembles associé(e)s aux énoncés suivants (s'ils existent) et justifiez.
a) inf(A N B) = inf({1,2,3,4} N {3,4,5}) = inf({3,4}) = 3
b) sup(A U BY) = sup({1,2,3,4} U (]R \ {3,4,5} )) = sup(R \ {5}) pas de supremum
o) DN (DN D) =[0,4n(((~o00,0[U[4,4+00)) \ [0,4]) = [0,4[N((~o00, 0[U[4,+00)) = &
d) max D¢ = max((—oo, O[U[4,—|—oo)) pas de maximum

e) AN@={1,234}No =0

Q2- Calculez les limites suivantes.

) 22 —1
a) lim—— forme —
r—lg? g —2

. (x=D(x+1) . x+1 2

lim m-——— = lim =—.

xoly 4 x=2 ol (x-D(x+2) x>1x+2 3
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Q3- Tracez les courbes d'indifférence associées a la fonction d’utilité suivante

U(:L’l ) Ty ) = ln(:l:l )+ 7, + 10 pour des valeurs d’utilité de 110 et de 210. Interprétez vos graphiques.

Calculez la différentielle totale de cette fonction d’utilité. Interprétez-la
z, = U(z,,2,) —In(z; ) — 10

Litilite
220 T T T T T T T T T

200 - ]

180 .

160 - .

140 - i
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100 -

BD | 1 1 1 1 1 1 1 1

W, z,) = L0@%) g U@ 5) g 1 e,
O, o, T

Sur une courbe d’indifférence on a

0=dU(z ,z,) =Um dz, +Um_dux, :idxl + 1dx,
‘Tl $2 xl
dr, Umxl 1/

dz, Um 1

Ty




Q4- Calculez les différentielles totales des 5 fonctions suivantes.
9r — 4
5%5

0[93:—4
5%

1 1-1g.—1 -2
dy:—dx:g{(Qx—él) 927" + (92 — 4)(— Dz }dx

a) Y=

= —{93:*1 — (92 — 4)2 }dx _1 927! —9zle™? 4 4272 Ldx = ida:
9 | / 512

0

b) y =3z + 2 +In(z,)In(z,)

dy — ﬁf(xl,xQ,xg)dxl N af(xl,xQ,xg)de N of(x,, 7y ,25)
Oz, o, O,
f(z),2y,25) = 327 + 2,35 + In(z, ) In(z,)
af($1a$2’$3):3.2 7, + 1 +ln( ) = 6z, +x +ln(:173)
Ox, T T
of (z,,7,,25)
o,
of(w),2y,25) In(z))
Ox, a T,

In(z3)

Ty

dxg

= 2x1 T,

& In(z, )

= |6z, + —|— dx, + 2z, xydx, + dz,

T3y

0 Y=gz 6(931 +13)

f<$1 75172 ) — *771 e(zl +z§)

dy = af(xlaxz)dxl +(9f($1,:172)

dz,
Ox, o,

(z, +12) 2
af(xl "T2) — xil_le(zl +a3) + 1, OJet '™ _ e(ggl +73) + oz, e(zl +13) 8(371 + 372)
Ox, Ox, Ox,
— o +13) + oo +I§)1 G +3) + oo +a3)

of(x,,2,) R e W, 5 R Y
o, ' i v

2 2 2
dy = e T%) 4 xl el® T2) dz, + 2z, el H?)da:Q

($1 +$§)



2

d y=10+4In

22 +2

8(10 +4Inz? — 41n(z® + 2))

dx
ox or

dx

8 8 16
2z |de = |—x — z|de = | ————
7’ (z° +2) z? (22 +2) o(z? + 2)

dy — 0(2:221x2)d$ _ 8(2-255111:1: )daz _ 48(:1:(;2:1: )

= 4(1nx+1)dx = (41nx—|—4)daj = (21n3:2 —|—4)dx

dr = 4[1-ln:17 + xl]daz
z



Q5- Donnez le gradient et la matrice Hessienne des fonctions suivantes par rapporta x,; et ,

a) y = In(z? —23)" +10

O(In(z? — 22)* +10

of (z,,x,) _ ( (27 — z3) ) 05 1 202! — T — 2 (e — 22)

oz, Oz, (3:12 — 333 ) (z; — xg)
8f(x1 ,x2) _ 8(111(1’12 - x§)0»5 + 10) _ os 1 921 _ Ty

o, Jw, . (3:12 — :17;) 2 (3:12 = 3:;)
O f(z,,zy) 9 [0f(z,,x s, T 0 _

) (7, 2,) _ - 1 — | = (1’1(1’12—$§) 1)
01,0, oz, Oz, 0z, | (zf — a3) oz,

= —lz, (27 —23) *(—1)2z ' = 22, (2} — 23) *u,

Ofla,ay) _ 9 [Ofw.m)|_ 8 xm |_ 0
0:171 8.1172 ({93}1 8:1:2 0371 (3712 - x%) 8371

= —z, (=1 (3:12 — x3)722$12*1 = 27, (3:12 — 3:;)*23:1

82f(;1;1,332): 0 8f($1,1’2) _ 0 (9f(1’1,$2) _ 0 (x (xQ_xQ)—l)
oz Ox, Ox, Ox, Or, O, I

= (2} —2)) '+ (=D, (af —a2) 222, = (2} —23) ' — 227 (af — 22)?

(2, (2} —23)7")

82f(x1,x2)_ 0 [8f(x1,$2)]: 0
0

8:17% B o,

o, T
= (2} — ) —xy ()2} — 2)) (122, = —(x7 —x3)t — 227 (a} —x3)
)
2 2\l
3f($1a332): z) (7] — ) _ (3312—363)
ox —x, (27 — z3) 7 —,
(@ = 23)
H(f( ) (27 —23) ' — 222 (2] — 23)? 2z, (27 — 23) 21,
T, ,%,)) =
b 2z, (v — z3) ?x, —(a? —a2) !t — 225 (xf — 23)?
(—a? — 22) 22, T, B (2 + z3) 22, .,
@ —ag)? @ —w) | | (e —a) (of —m)
22, x, (—af — 23) 22, T, (2 + 23)
(¢ — 23" (2] — 23)° (#f =23 (af —23)°




b) y = xf‘xf avec a + 3 = 1 etles nombres réel a, 5 €0,1]

Uz, ,z,y) = :17{)‘3:25
oU(z, ) a—1,3

=ar,
oz, 1 T2
aU(xl ,{172) _ ﬂ{lﬁféxg_l
o,
a—1,.06
0°U(, ,,) _ 0(043:1 2 ) = ala — D0 2)
82[:12 81171 : ’
P ay) O] e
I 1
ZL'2 ZL'2
O*U(z, ,x,) _ 9 oU(x,,2,) _ (amo‘*lxﬁ) — oz lgi!
Oz, 01, oz, oz, o, b b
*U(z, ,z,) _ 0 |9U(z,3)| _ 0 (ﬂx%gq) — Bz lgi!
8331 ax2 axl a$2 (9:1:1 172 1 2
oU(z,z,) az{ 'z
ox B Bz

ala — Dz 22y Bz 'z

H<U<ZE1 y Lo )) - ozb’:rf_lxg_l 5(/8 . 1)%?%25_2




Q6- A partir de la fonction suivante, déterminez le type de la forme quadratique que I'on a en utilisant la

. . 2 2 2
matrice Hessienne.  f(z,,%,,%,) = 6] + 4a; + 225 — 22,7, — 42, 2, — 107,24

12 -2 -4
H=\-2 8 -10
-4 -10 4

mf =det(12) =2> 0
12 —2
-2 8
m, = det(H) = -1120 < 0

m; = det[

]:96—4:92>O

Non-définie



Q7- Optimisation  N.B. : Vérifiez bien de maniére détaillée les conditions de deuxieme ordre avec les

*
mineurs prinCipaux primaires mi .

a) On a la fonction réelle suivante f(z,,z,,2) = (¥, +1)* + 23 + 2, optimisez cette fonction par

rapporta x; et x, . Ici 2 est une variable exogene constante réelle que vous ne pouvez pas déterminer.

Donnez les C.P.O. et les C.D.0O. Donnez la matrice Hessienne et le type de la forme quadratique que I'on a.
Pour le ou les points critiques, trouvez et caractérisez le(s) type(s) d’extremum (extrema) auquel(s) on a

droit.

min f(z,,2,,2) = (z; +1)* + 2, + 2

Ty 4Ty

of (z,,7,,2)
Oz,

of (z,,7,,2)
o,

=2z +1)=0 = =z =-1

=21, =0 = 2,=0

0 2
m, = det(2) =2 >0

, 2 0
my = det| || =4>0

Donc forme positive définie, minimum (dans ce cas global unique).



b) On a la fonction réelle suivante f(z,,,,%;) = 30 — (27 + 75 + 73 ), optimisez cette fonction par

rapporta x, , T, et Z;.Donnezles C.P.O. et les C.D.O. Donnez la matrice Hessienne et le type de la forme

quadratique que I'on a. Pour le ou les points critiques, trouvez et caractérisez le(s) type(s) d’extremum
(extrema) auquel(s) on a droit.

flo),2y,25) = 30—(:1:12 —i—:z:fj —I—x§)

8f(x1,l’2,$3):_2x -0 = 2 =0
Ox, : 1
8f(x1,l’2,$3):_2x -0 = 2. =0
o, ’ ]
8f(x1,l’2,$3):_2$ -0 = 2.=0
Ox, ’ ’
32][(5171’1’2’3’3)__2
8x12
32][(5171’1’2’3’3)__2
8:1:3
82f<x17$27$3):_2
8:1:§
0 flx, ,z,,x
fl@ 23):0vrzj
8xi8:1:j
-2 0 0
H = -2 0
0 -2

. -2 0

my =det|| = ||=4>0
-2 0 0

m, = det ~2 0 |l=-8<0
0 0 -2

Forme négative définie donc maximum (dans ce cas global unique).



c) On a la fonction de profits suivante m(L) = 10L%° — WL avec W = 6. Maximisez les profits et

*
trouvez le niveau de travail optimal L . Donnez les C.P.O. et les C.D.O et vérifiez que I'on a bien un

maximum. Interprétez la condition de premier ordre.

max 7(L) = PL*® — WL
L

82(;)' =05PL"> —-W =0 = 05PL” =W = Rm=Cm
= L70.5 — QE
p

_9 2 2 2 2 -2

SRS /St YL [N B VA I U U ) 4 Y YRR
P oW 2.6 2.6 6 5 36

O*m(L)  9(0.5PL " — W) 25

= = —0.5-0.5PL'° = —0.5-0.5-10-| =
OI? OL 36

~1.5
<0

donc maximum (dans ce cas global unique).

d) On a la fonction réelle suivante f(:r1 ,x2) = 3:1:12 — 3x§ + 30, trouvez le ou les point(s) critique(s)

associé(s) a cette fonction. Donnez les C.P.O. et les C.D.0. Donnez la matrice Hessienne et le type de la

forme quadratique que I'on a. Pour le ou les points critiques, trouvez et caractérisez le(s) type(s) d’extremum
(extrema) auquel(s) on a droit si c’est le cas.

flz,,2y) = 327 — 325 + 30

opt f(z,,2,) = 37 — 325 + 30

Ly 5Ty
of(z, ,x,) X
——12 2:6:L’1:O = 1, =0
Ox,
oz, 2 2
a2f<x17$272):6 a2f<x17$27z):_6 02f(:131,.’132):
03:12 03:% Ox, O,
6 0
H pu—
0 —6
m, = det(6) = 6 > 0
. 6 0
m, = det 0 —6 =-36<0

Forme Indéfinie point de selle
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e) On a la fonction réelle suivante V(:I:l ) Ty ) = 101’{)'25:1:3'5 — 30z, — 20z, , trouvez le ou les point(s)

critique(s) associé(s) a cette fonction. Donnez les C.P.O. et les C.D.0. Donnez la matrice Hessienne et le type
de la forme quadratique que I'on a. Pour le ou les points critiques, trouvez et caractérisez le(s) type(s)
d’extremum (extrema) auquel(s) on a droit.

fla),2) =1/ 10)V(z),2y) = x11/4x;/2 — 3z, — 2z,

Le probleme se pose de la fagon suivante avec une transformation monotone croissante

1/4 _1/2
max x," x, —3x, —2x, ou max f(x,,x,)

X, X%€eR X ,xeR

C.P.O. (condition nécessaire)

af(xl s X,) :lxl—amx;/z —3=0 (¥
4

ox,

af(xl ,Xz) :lxlmxz—l/z —2=0 (*¥
2

ox,

a partir de (*) et de (**) on écrit respectivement

x1—3/4x;/2 :12 (*)r
et
x11/4x2—1/2 — 4 (**)r

Maintenant on a va solutionner pour x; ou pour x, en fonction de I'autre variable. On peut procéder de
plusieurs maniéres dans ce cas particulier (il y a des fois ou on a moins d’alternatives).

On peut diviser une égalité par 'autre (on pourrait aussi isoler un des x dans I'une et substituer dans I'autre)

-3/4 _1/2 12—(=1/2
XX, 2 ) ! (=1/2) X,
—7 7 = Ccecidonne —ro = 3 et2=3
X Xy 4 X X,

oy . . . s . . . * *
Donc on a une condition d’optimalité reliant x, et x, au point I'optimal, on a x, =3x,

. 7 *\/ %%\’ . * * . .
En substituant ce résultat dans (*)’ ou dans (**)" on peut trouver une solution pour x, et x, respectivement qui
n’est fonction que de nombres réels.

Substituons x, =3x, dans (**)

11



-1/2
1/4
X, (3x1) =4
1/47-1/2 _-1/2
X3 x =4

1/4 x—2/4 _ 4
1 M T A-l2
3

xl—l/4 — 4 31/2
(x1—1/4 )‘4 _ (4 3112 )‘4
X =(4-3)" =1/2304 = 0.000434027777777778

Et en substituant dans la condition d’optimalité x, =3x, on trouve

x, =3x, =3(1/2304)=1/768 = 0.00130208333333333

Avertissement : En classe j’avais utilisé la méthode de transformation par le In afin de solutionner le systéme
d’équation a partir de (*)’ et de (**)’ en prenant le In de ces deux équations et en substituant pour trouver xl* et

x;. On obtiendrait le méme résultat. Par ailleurs, Sampson Workbook 1 p137-138 solutionne le systéme en In en

utilisant les regles de Cramer, c’est aussi bon. Ici les exposants de la fonction objectif nous permettent de bien

travailler par la méthode que I'on a adopté. Mais si on avait a la place f(x, , x,) = )cll/z)cé/2 —3x, —2x, par exemple

, pour (*) on aurait (1/2)x*"'x)* =3 = x"’x)* =6 = x}? =6x> = x, =36x, eten substituant dans

172

. . . . -1/2 .
(**)" onaurait pas une solution car (**)’ quiserait x,""x, ~ =4 donnerait

172 _-1/2 _
x'x, =4

%2 (36x,)" =4
xll/le—l/Z — 4/36—1/2 )
xll/2—1/2 — 4/36—1/2

Ainsi ici il faudrait utiliser la méthode du systéme transformé par le In. Chaque probléme est différent. Plus on en
fait, plus on est bon.

Revenons a nos moutons!
Maintenant si la condition nécessaire de premier ordre d’applique, il faut vérifier la condition de deuxieme ordre

C.D.O. Pour le probleme original on a donc.

azf(xl s Xy) :i Jf (x,x,)|_ 13 341 12 _ 3 714 12

axf axl axl = 44 1 2 16 1 2
azf(xlz’XZ) :i M :_llxlmx;l/Z—l :_lxll/4x2—3/2 (**)
8x2 axz axz 2 2 4

ox, " ox,

ox, 0x, 0x,0x, ox,

9°f (%, x,) _ 9’ f(x,x,) i(af(xl ’xz)j J (1 I _SJ :lx—3/4x—1/2

M 2 1 2
4

12



Donc la matrice Hessienne donne

3 -7/4 _1/2 1 -3/4 _-1/2

o e 2 oghh _{—5184 1152 }
134 -1 _l 174 _-3/2 1152 —58932
1 2 1 2
4
On a ainsi
m; =det(M)=-5184<0

-5184 1152
1152 -58982

On a donc une forme négative définie (dans ce cas un maximum global unique), car les signes alternent en
partant du <0 pour les mineurs principaux primaires, ce qui donne un maximum. Bingo !

m, =det(M}) = det{ } =304435584>0
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