Exo2 Solutions

v1.0 Attention Il peut y avoir des Errata

1) Donnez le domaine de définition Df des fonctions suivantes.

Fonction Domaine de définition D,
RE—— ==
S (%) =Jcos(2x) U[—z+k7£,%+kn']
f(x>=log@”J A
f(x)=-1/(x+3) (=00,=3) U (=3, 40)
ou R\{-3}
f(x)=~9—x (—o0,9]
Fo= (2—x) (=0, -9 u(-9,-1)uU(-1,2]
(x+D(x+9)
f(x)=x"+3 R
fx)=+2x—8 [4 ,+00)
0= J=x (=o0,=5) U (=5,0]
(x=3)(x+5)
f(x)=x>=2 R
f)=1-x° =L.1]
 3x R\{-5,2}
Jo= (x—2)(x+5)
f)=|x* -6 R
f(x)=a" avec ae R R

f(x)=log,(x)

R™ OU (0, +o0)

avec ae R
f(x)=a"+k R
vec a,ke R

f(x)=log, (x—k) (k,+o0)

avec a,ke R




2) Donnez le type de la forme quadratique de la matrice suivante :

A=

wm O N O
S ~ O W
AN © wn O

1
0
3
0

On procede par le calcul des mineurs principaux primaires. Ceux-ci doivent suivre les régles suivantes

SivVxe R"£0 x'Ax>0 x'Ax >0 x'Ax<0 x'Ax<0 x'Ax >0 pour un
Positive définie Positive Négative définie | Négative oudes X et
semi-définie semi-définie x'Ax <0 pourun
ou plusieurs autre(s)
X
Non-définie
m, =det(M,) >0 >0 <0 <0 Autre
mizdet(M;) >0 >0 >0
m::det(M;) >0 <0 <0
m::det(M:) >0 >0 >0
Etc... >0 2 Alternance Alternance
<0et>0 <0et>0

* * LEEPEN . . . . . 1] 7 . . *
m, =det(M,) estle i-iéme mineur principal primaire, c’est donc le déterminant de la matrice M,

* . Ve . . -y .y . . LY .
M estla matrice composée de la sous-matrice prenant les i -iemes premieres lignes et i -iemes colonnes de la matrice

. 7 7 * . . 7 7
considérée A, donc M, comporte iXi éléments.

Dans notre cas
m, =det(M,)=1>

m, = det(M,) = det

m, =det(M) = det

m, =det(M ) = det

= on a une forme non-définie ou indéfinie

0
1 0
=2>0
_02}
(1 0 3
0 2 0=
13 0 4
1 0 3 0
020 5
=65>0
30 40
0506

—10<0 Donc comme on a ml* >0, m; >0, et m; <0, on ne respecte pas la regle




. . . . . oy * * . . .
3) Maximiser la fonction suivante f(x,,x,)=x  x}” —3x, —2x, . Trouvez les points critiques x, et x, qui maximisent

la fonction. Vérifiez que I'on a bien un maximum.

Le probleme se pose de la fagon suivante
1/4 _1/2
max x," x, —3x, —2x, ou max f(x,,x,)

X, %eR X, X€

C.P.O. (condition nécessaire)

af(xl ,Xz) :lx—amx;/z —3=0 (¥

ox, 47"

af(xl,xz) L s

DRI o 0= (%)

ox, 2

a partir de (*) et de (**) on écrit respectivement

=3/4 _1/2

x5 x, =12 (*y
et

174  _-1/2

x'x, =4 (**y

Maintenant on a va solutionner pour x; ou pour x, en fonction de I'autre variable. On peut procéder de plusieurs

maniéres dans ce cas particulier (il y a des fois ou on a moins d’alternatives).

On peut diviser une égalité par 'autre (on pourrait aussi isoler un des x dans I'une et substituer dans I'autre)

=3/4 _1/2 1/2—(-1/2
2 xy) 2 X,

x X
1 2 . 2

——=—=—  cecidonne =—+—=3 et—==3
1/4 _-1/2 1/4—(-3/4

XX, 4 X, (=49 X,

) . . 7 . . . * *
Donc on a une condition d’optimalité reliant x, et x, au point I'optimal, ona x, =3x,
. 7 %\’ kk\/ . * * . <
En substituant ce résultat dans (*)’ ou dans (**)’ on peut trouver une solution pour x, et X, respectivement quin’est

fonction que de nombres réels.

Substituons x, =3x, dans (**)
-1/2
X (3x1 ) =4

1714 7-1/2 _-1/2
X3 x =4

1/4 214 _ 4
1 M T A-l12
3
—1/4 172
x =473

()" =(a-3)"

1

x =(4-3)" =1/2304 = 0.000434027777777778

Et en substituant dans la condition d’optimalité x, = 3x, on trouve

x, =3x, =3(1/2304)=1/768 = 0.00130208333333333



Avertissement : En classe j’avais utilisé la méthode de transformation par le In afin de solutionner le systéeme
d’équation a partir de (*)’ et de (**)’ en prenant le In de ces deux équations et en substituant pour trouver xl* et x;.

On obtiendrait le méme résultat. Par ailleurs, Sampson Workbook 1 p137-138 solutionne le systéme en In en utilisant

les regles de Cramer, c’est aussi bon. Ici les exposants de la fonction objectif nous permettent de bien travailler par la

, P . . .y 172 _1/2 :
méthode que I'on a adopté. Mais si on avait a la place f(x,,x,) = x,""x, " —3x, —2x, par exemple, pour (*)’ on aurait

1/2)x""'x* =3 = x"’x)* =6 = x> =6x" = x, =36x, eten substituant dans (**) on aurait pas une

. . . 1/2
solution car (**)" qui serait x,

12 12 _
xx, =4
172 12 _

X (36x,) " =4
172 -1/2 -1/2
x'x T =4/36""".

xll/2—1/2 — 4/36—1/2

-1/2 .
x, = =4 donnerait

Ainsi ici il faudrait utiliser la méthode du systéme transformé par le In. Chaque probléme est différent. Plus on en fait,
plus on est bon.

Revenons a nos moutons!
Maintenant si la condition nécessaire de premier ordre d’applique, il faut vérifier la condition de deuxieme ordre C.D.O.
Pour le probléme original on a donc.

azf(xl ,Xz) :i(af(xl ’XZ)j _ _i%xl—m—lxi/z __%xl—wztx;/z

ox; ox,

ox,

ox,

9°f (%, x,) :i(af(xl ’xz)j:_ll va iz _ L o an
4

X X =——Xx X *x
ox; ox, 227" 72 b ™)

9*f(x,%,) _ 9’ f(x,%,) :i(af(xl ’xz)j J (1 (42 _3j :%x—mx—uz

ox, ox, 0x,0x, ox, ox, :ﬂ 4 b

Donc la matrice Hessienne donne

3 -7/4 _1/2 1 =3/4 _-1/2

o e 2 oghh _{—5184 1152 }
13412 _l 174 =312 1152 58982
1 2 1 2
4
On a ainsi
m; =det(M)=—-5184<0
. ) ~5184 1152
m, = det(M) = det =304435584 > 0
1152 —58982

On a donc une forme négative définie, car les signes alternent en partant du <0 pour les mineurs principaux primaires,
ce qui donne un maximum. Bingo !



d
4) Pour les demandes suivantes, donnez les équations des élasticités prix £(p) = d_q L (en fonction des prix
D q

uniquement) et tracez-les.

a) g =60—06p
50
b) ¢ = —
2p
d d
Yo 6 ainsi e(p)="L.L-(¢.—L
dp dp gq 60—-6p
Demande inversé (attention aux axes) Elasticité
Code Matlab: fplot('60-6*x',[0 10]) Code matlab: fplot('-6*x/(60-6*x)',[0 9.9])
q &
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ok
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ook
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og b
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D Prix
d d
b) L=-25/p* ainsi e(p)=""L-L=(25/p*)—L—=-1
dp dp q 25/ p
Demande Elasticité
Code matlab: fplot('25/x',[0 10]) Code matlab: fplot('-1',[0 10])
P €
1400 . . 0
1200 02
04}
1000+ . 06l
08+
500
1
B00 B 12}
A4t 1
400 i
16+ 4
QDDL B A8} i
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5) Isolez x dans les expressions suivantes:

a+6z
O: ln(l—x)_|_1
a
b)
<
= = +1
a® ™
c)
7
C= ———t7
Y
qd
d)
6 4
d= T~ 2
ax X
e)
aln(l—x)
+z=¢
a+35z+0
f)
2/3
4
=2










2/3

e)
PGS

a+5z+0Q tz=¢

a"'"™ =(a+5z+0)d-2)

In(@""™) =In((a +5z+ Q)(¢—2))
In(1-x)In(a )=In((a+5z+ Q)P - 2))

In((a+5z+Q)(¢—2))
In(a )

exp(In(1—x))= exp[

le_exp(ln«msli ;Q))(;»—z))]




f)

2/3 1z
Z

In

4
7=z
Inb

Il peut exister d’autres solutions pour la question 5.



