Dev 2 Q1 a) opt 10(3:12 + $22 + xg > vl.1l Attention!il peuty avoir des erratas

T,y T3 ER
Sous les deux contraintes suivantes:
12 = 6z, — 3z, — 925 et 200 = 200z, + 400z, + 200z,
On écrit le Lagrangien que I'on optimise:
opt LA N 2y, 70, 25) = 10(x12 + £B22 + x§> + A (12 — 62, + 3z, +9z,)
ALy 5Ty 5Ty 525 ER
+ A (200 — 200z, — 400z, — 2003:3)

CPO

%:12—61’1—1—33324—9333:0 *
O

OLO) _ 990 200z, — 400z, — 200z, = 0 ok
9A,

oLl _ 20z, —6), —200)\, =0 ok

oz,

oL _ 20z, + 3\, — 400}, =0 Hokkk

ox,

oL _ 20z, + 9A, —200), =0 ki

Oz,

Ici il y a plusieurs possibilités pour solutionner le systeme d’équations avec 5 variables et 5 inconnues, que I'on peut
écrire de la maniere suivante :

0 0 —6 3 9 ||N —12

0 0 —200 —400 —200 (A, —200

—6 —200 20 0 0 ||z, [=| O o Az =b
3 —400 0 20 0 || 0

9 —200 0 0 20 | g, 0

Une approche est d’utiliser la méthode de I'inversion (car ici 'inverse existe det(A) = 0) par la matrice adjointe et

. B B adi(A cof(A) )"
de multiplier le vecteur b par la matrice inverse pour obtenir x = A 1y avec A7 = J( ) = < ) .
det(A) det(A)
-0.177TTTTTITIITT -0.00133333333333333  -0.0666666666666667 0 0.0666666666666667
-0.00133333333333333  -9.33333333333333e-005 -0.00133333333333333 -0.00166666666666667 -0.000333333333333333

A7t =1 -0.0666666666666667  -0.00133333333333333  0.0166666666666667  -0.0166666666666667 0.0166666666666667

0 -0.00166666666666667  -0.0166666666666667  0.0166666666666667 -0.0166666666666667
0.0666666666666667  -0.000333333333333333  0.0166666666666667  -0.0166666666666667 0.0166666666666667
Code Matlab Suite..
A=[0 0 -6 3 9 b=[-12
0 0 -200 -400 -200 -200
-6 —200 20 0 0 0
3 =400 0 20 0 0
9 -200 O 0 201 0]
Ainv=inv (A) X=Ainv*b




Une autre approche est d’utiliser la méthode de Cramer (car ici I'inverse existe det(A4) = 0).
Une autre possibilité est d’utiliser la substitution.

Par exemple on utilise *** et **** pour éliminer ), , ce qui donne une équation avec T ,ZL‘2,>\2 disons (6), par la
suite on utilise **** et ***** poyr éliminer )\, aussi, ce qui donne une équation avec ., x3,)\2 disons (7).

Par la suite on utilise ces deux nouvelles équations qui combinent ***  **** gt ***** ho4r éliminer )\2 , cette
nouvelle équation est (8). Finalement on peut aisément solutionner le systéme de trois équations 3 inconnues

composé de (8), * et ** pour trouver z, , ¥, ,Z; . Pour retrouver les A on peut utiliser (7) et * par exemple. lly a
énormément de possibilités par cette approche.

On pourrait évidement aussi prendre I'approche d’échelonner et de réduire la matrice augmentée du systéme par
I'algorithme de Gauss-Jordan.
Le systéme initial dans I'ordre était

0 0 —6 3 9 |[A ~12
0 0 —200 —400 —200 ||\, —200
-6 —200 20 0 0 r|=| 0 & Ax =1
3 —400 0 20 0 T, 0
9 —-200 0 0 20 2, 0
La matrice augmentée de ce systéme serait:
0 0 —6 3 9 —12
0 0 —200 —400 —-200( —200
[A]p]=|-6 —200 20 0 0 0
3 —400 0 20 0 0
9 =200 0 0 20 0

En appliquant les opérations élémentaires de lignes sur la matrice augmentée on obtient le systeme suivant
échelonné et réduit

1 00 00 24
0 1 0 0 0] 13/375
~ |0 01 0 0f 16/15
00010 1/3
0000 1 —-11/15
A 2.4 2.4
A 13 /375 0.0346666666666667
On a donc la solution suivante |z, [=| 16 /15 | =| 1.06666666666667
T, 1/3 0.333333333333333
7 —-11/15 —0.733333333333333




On pourrait par ailleurs réécrire le systeme pour nous sauver des étapes.
Réorganisons le systéme pour travailler plus rapidement. On peut modifier I'ordre du vecteur = pour écrire un

systeme équivalent en faisant bien attention de ne pas se tromper. On va donc avoir z un vecteur avec les z, en

premier et les )\Z. apres. On va aussi mettre les équations ***, **** gt ***** on premier et * et ** aprés. Ainsi on a
le nouveau systéme équivalent suivant :

20 —6 —200( 7 0
20 3 —400 || ©, 0
20 9 —200||z,|=| O & Az =10
—6 3 9 0 0 A —12
—200 —400 —-200 O 0 X\, —200
La matrice augmentée de ce systéme serait:
20 —6 —200
20 3 —400
[A]p] = 20 9 —200
—6 3 9 0 0 —12
—200 —-400 —-200 O 0 —200
(' =(1/20),
En appliquant /,' = (1 /20)¢, on obtient
("= (1/20),
¢,'=(1/20)¢, 1 0 0 —-6/20 —10
2 0 1 0 3/20 —20
~ 0 0 1 9/20 -10
—6 3 9 0 0 —12
—200 —400 —200 0 0 —200
En appliquant £4' - 64 + 6£1 on obtient
C.' = £, + 2000,
1 0 0 —-6/20 —10
T, (001 0 3/20 —20
~ 0 0 1 9/20 —10
0 3 9 —-36/20 —60 —12
0 —400 —200 —60 —2000{ —200

Etc...




Avec les opérations élémentaires sur les lignes, a la fin on obtient la matrice échelonnée et réduite suivante :

1 0 0 0 0] 16/15
01 0 00 1/3
~ |0 01 0 0 —11/15
00010 2.4
0 00 0 1 13/375
Z 16 /15 1.06666666666667
7, 1/3 0.333333333333333
On a donc la solution suivante |z, | = | =11 /15| = | —0.733333333333333
A 2.4 2.4
A, 13 /375 0.0346666666666667
C.D.O. on obtient la hessienne bordée suivante:
L) OL()  HL() L) IPL()
8)\12 8)\1 8)\2 8)\1 8:1:1 8)\1 (9:62 8)\1 (9:1:3
O L(- O L(- 9% L(- 9% L(- 9> L(-
P 8(>\) av() P a() P a() P a() L
2225( )1 825() (;;E(‘T)l (;;E(‘E; (;;E(‘T; 0 0 —200 —400 —200
H = =|-6 —200 20 0 0
Ox 0N 0z 0\ 83:12 Or 0z, Oz 0z, 3 400 0 2 0
2 2 2 2 2
0 E() 0 E() 0 E() 0 E() 0 E() 9 —200 0 0 20
0x, 0N\, 0x,0)\, 0,07, 33:22 0,0,
0°L(") 0°L(") 0*L() 0*L() 0*L()
0r,0N  0x30)\, 0Ozy0x, 02507, 83:%

ms = det(ﬁ) = 540 000 000 > 0, donc on a un minimum local (qui est aussi global dans ce cas)

Les regles pour les mineurs principaux primaires sont les suivantes

m =2 n =3
contrainte | variables

ms <0

Pour maximum local
(le dernier)

m pair : Premier de signe négatif
n impair : Dernier de signe négatif

Pour minimum local
signe(m,,) = signe((—l)'”) = signe((—l)z)

ms >0

signe positif (le dernier)

Code Matlab
H=[0 0 -6 3

0 0 -200 -400 -200

9

-6 =200 20 0 O
3 =400 0 20 O
9 -200 0 0 20]

det (H)
540000000




1/8
b) opt (al xf + (ZQIBQﬁ) / avec a, >0 et 0 <3 <1 Souslacontrainte 100 = 2z, + 2z,

7,7, €ER

On écrit le lagrangien que I'on optimize

1
opt LAz ,2,) = (al ) + a2x2ﬁ) 0 +A(100 — 2z, —2z,)

7,7y ,AER

C.PO.
L

OLA 2, 1y) (A(’;Al ) 10020, —20, =0 ()
OL(\,x, ,x 1/8-1 _
—(89&1 2):(1/6)(a1x15+a2x25) Ba,z/t = A2 =0

1

1
= (alfnlﬁ-l—aQ:Bg)( alxlﬁ L= )2

OL(\ z, , 1/5-1 _
—(6’;1 ) :(1/6)((11:101 +a2x2ﬁ) ﬂ(ZQ{Bg L_X2=0

2

1-8)/8
= (alfnl -I—aQ:Bg >( / anQﬁ’l = )2
(1-8)/6 _
(a1x1ﬁ —|—a2x2ﬁ) a2 A2
1-6)/5 V)

(a1 fBlﬁ +a2x2ﬁ )( i’ a2xﬁ’1 A2
alxﬁ_l _
anﬁ_l
1 = a—2x2ﬁ’1

Ll

En substituant dans (*) on a

100 — 22, — 22, = 0
100 — 2(cz, ) — 27,
100 = (2¢ + 2)z,
] 100 100 50

2 (2¢42)
2[a
a




on peut aussi écrire

o 100 B 100 B 100 B 50
2 1/(8-1 o 1/(8-1 o 1/(8-1) —1/(3-1 T 1/(8-1) 1/(1-8
, /(6-1) ) a2/( ) Ly (2a2/( )a1 /( )+2) (%/( )a1/( )+1)
2| +2 o/
1
On peut substituer
1/(8-1) 1 1 a 1/(8-1) 1 (a 1/(8-1)
:Eik == ZE; = ZE; :—:Bf = T :Bf =L :Bf = bxf avec b===|-L
1 [%] 2 2
C al
Dans (*)
100 — 22, — 22, = 0
100 — 22, — 2(ba)
100 = (2 + 2b)a,
Lol 100 B 50 .
L@ [ (, VD ) [(a O
2[1] +2 [1] +1
y y

On pourrait aussi substituer x; dans la contrainte (*)

100 — 22, — 22, = 0

100 — 2z, — 2 20 =0

7D
[%] +1

100 — 100 = 2z,




50
= =50~ 1/(6-1)
50 s 3
[ =50~ 1/(3-1) :
JL’l 1 2
%] h T - T N
: 1/(8-1) o o
[al] ay Qg
ay
1/(8-1)
1/(3-1)
1/(8-1) o %]
a, Ll "
e . =90 1/(8-1)
. =90 1/(5-1) .
50 ) =50 — 1/(3-1) L 0 [
= 50 — s ) N a
ay / 14 1 . 2
1+t .
Gy
1/(8-1)
al] 1/(8-1) 1/(8-1)
(12 1/(8-1) al B [al] 0
1/(8-1) o 5
a1 / ail 1 + a2 a2 ) l/wil)
1+ - a2 =50 D al
a, — 1/(8-1) " o
e 50 1/(ﬁ*1) al 1 + a a2
a, Lala .
14| .
a,
. 50
T /(5-1)
A +1
ay




CDO

Rappel
0L\, ,z,)

o\
0L\, ,z,)

Oz,
0L\, ,z,)
o,

=100 — 2z, — 2x,

1/8-1
:(1/5)(‘1155?"‘@25’35) Ba,af ™t — A2

1/6

-1
:(1/5)(0,1%5—1—0,23:25) Bayzy ™t — A2

82L()\, Ty, Ty)

OO
821}()\, Ty, Ty) 5
ooz,
821}()\, Ty, Ty) 5

OO,




O?’L(\z, ,x OL(\ 1/8-1
A2o2) 0 Aay,2) | 0 [(ale—i—azxzﬁ)/ﬁ alxlﬁl—)Q]
Oz} Oz, oz, O,
1 1/6-2 _ _ 1/6-1 _
= E—l](alxlﬁ-l—%:cg) a,z) " Ba, o] 1]+(ﬁ—1)(a1x1ﬁ+a2:ﬁ2ﬁ) a, z)?
1— 1/6-2 _ _ 1/6-1 _
= [ﬁ( 3 ﬁ)](aﬁﬁﬁ +a2$2ﬁ) a2 " ay ! "‘(5—1)(@15’3? +a2x2ﬁ> a
1/8-1
8 g _
a Ty + Ay Ty _ _ /-1 Pt
= (1—6)( ) a z) a2 -I—(B—l)(alwlﬁ-l—aﬂg) a, 1—
(alxlﬁ +a2x2ﬁ) !
a, )" 1/6-1 . 1 161 1
=|1-7) (ale +a2x§> a z)” -I—(B—l)—(ale +a2w2ﬁ) a .z~
(alxlﬁ +a2x2ﬁ) !
(lllﬁil 1 8 8 1/6-1 8-1
=|1-9) +(0-D—|(a2f + a2 )" o
(ale +a2x§) gl
B-1 (a ¥ +a xﬁ> _
a T, T 11 212 1/8-1 _
==L+ - D |(a] T an] ) e
(alxl + a, 7, ):El (alxl + a, 7, ):El
(1 - B)a,a/ +(5_1)(a1$1ﬁ —|—a2x§) 1/6-1 1
= 5 5 (ale +a2w2ﬁ) alleﬁ’
(alxl T a2 >$1
_ B _ B _ 8 _
_ (1 — Bla +(ﬁ5 1)“13;1 + (8 —Day, (%%ﬁ +a2$2ﬁ )1/[3 lalwﬁ’l
(alxl + a,, )xl
—1 B 1/8-1
- (ﬂﬁ )GQ‘ZQ (alxlﬁ -l-aQ:Eg)/ az)t <0
(alxl + 0y %y )xl

Car 1 — 3 < 0 et que le reste de I'expression est positif.

0
o,

3 >1//3—1

(ale + a, 1), ale_l — A2

OL(\x,2,)| O
O,

o,

1/8-1-1 B B
= (ale +a2x§) ale 15(12:105 !

>1/ﬁ72

= B(ale +a2xéj ale_lﬁ%:cg_l >0




O?L\x, ,x OL(\ 1/8-1
( 1 2)_ 0 ( 71:171:2) 0 [(alxlﬁ—f—a2$§)/ﬁ a2x2 )\2]
8x2 o, ox, ox,
1/8-1-1 1/8-1
= [ ] a,zy ‘i‘%xéj) %xéj_lﬁ%xéj_l]‘i‘(al%ﬁ +a2x2ﬁ) (8 = Dagay ™
1/5-1- 1 _ 1/5-1 B
ot et bt ]
(a,x —|—a,x)1/ﬁ1 f—1
11 249 _ B 1/6-1 x5~
=((1-70) - a,zy ta,z) —i—(ﬁ—l)(alxlﬁ—i—a?xg) a, —2—
(‘ﬁ%ﬁ ‘i‘%%ﬁ) K
(a, Ty +a,x )1/5 '
141 2 X9 B B 1 1/8-1 _
=(1-70) a2x2ﬁ I(ZQIEQ[)) ! -I—(ﬁ—l)—(alxlﬁ-l—aﬂg) a2x2ﬁ !
(alxlﬁ "‘%%ﬁ) &
ay7y " 1 8 g\t B
=(1-0) +(B-1)— (alxl +a2w2> (T
(alxlﬁ +a2x2ﬁ) )
8-1 (a z’ + a :L“B> _
a, Ty T 14 212 1/6-1 _
== 82—+ (B - D |(@a] +aa] ) aya)!
(alxl + a, T, ):E2 (alxl + a, T, ):E2
(]_—ﬁ)(ZQIEQﬁ +(ﬂ_]‘)(alxlﬁ +a2$2ﬁ) 8 8 1//(3—1 8-1
= 3 5 (alxl —|—a2x2) Ay Ty
(alxl + a,, >x2
_ g _ g _ g _
_ (1—Bayxy, + (8 —Dayay, + (8 —1)a; x; (alxlﬁ—l-%x?ﬁ)l/ﬁ 1%1’571
(%%ﬁ —l—anf)xQ
1— — Da, ) — a2} 1/8-1
— A=B+ 08— Dayzy +(B—1az (alxlﬁ-l-aQ:EQﬁ)/ aQ:JcQﬁ’1
(alxlﬂ —|—a2x2ﬁ>a;2
-1 B 1/8-1
- (8 =Dy (alxlﬁ -l-aQ:L“g)/ a7yt <0
(ale +a2x§>a;2

Car 1 — 3 < 0 et que le reste de I'expression est positif.

0 —2
_ —1 g 1/6-1
H=|-2 (6 = Vay ) (ale +a2x2ﬁ)/ a z) !
(a1x1 + a2y )5’&
1/8-2 _
-2 ﬂ(alxl +a2$2) ale 1ﬁa2:p2ﬁ ! [(




I

(ﬂ—l)ale

— 1/6-1 B 1/8-2 B B
det(H) = —(—2)| -2 g > (al 2! +a,7 ) a,zy ! — (—2)ﬂ(a1$f + a2$§) a,z) 7 Ba,z)
— (%xi + a, ) )x2
+ >0
<0
>0
>0
<0
B /6-1

1/8-2 B 3 (6—-1a,x 1/B8- _

-2 —2ﬁ(ale —|—a2x§) ale lﬂang 1 (-2 272 (ale —i—anv‘QB) ale !

>0

<0

8 8
(alxl + ay 7, )xl

<0

>0
Pour le signe on a
=2((>0)+(>0))—2((< 0) + (< 0)

)
=2((=0)+(0))+2(0+(=0)
>0

m=1 n=2 Pour un maximum

n pair : Dernier de signe positif

m, = det([-_l3 )>0 (le dernier)

m impair : Premier de signe positif

Pour un minimum
signe(in,) = signe ((—1)'" ) = signe((—l)1 )

m; <0

signe négatif (le dernier)




