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Exo12 
Q1 - Calculez les ACF et PACF du processus stationnaire AR(1) avec constante 

1t t tx xδ φ ε−= + +
 
avec 2. . .(0, )t i i d εε σ∼  

 
 
Q2 - Calculez les prévisions optimales, la variance des prévisions 1,2 et h periodes en avant (step ahead) 
du processus suivant ainsi que l’intervalle de confiances à 95% de ces prévisions:  

1 1t t ty δ ε θ ε −= + +    avec 2. . .(0, )t i i d εε σ∼  

 
 
Q3 - Calculez les prévisions optimales, la variance des prévisions 1,2,3 et h periodes en avant (step ahead) 
du processus suivant ainsi que l’intervalle de confiances à 95% de ces prévisions:  

1 1 1 1t t t ty yδ φ ε θ ε− −= + + +    avec 2. . .(0, )t i i d εε σ∼  

 
 

Q4- Le processus de moyenne conditionnelle est ( ) 't t tr x β ε= + .  

On a aussi un processus ARCH(1) pour les aléas tel que 2
0 1 1t t tzε α α ε −= +  avec . . . (0,1)tz i i d N∼ .  

 

a) Montrez que l’espérance non-conditionnelle ( ) 0tE ε =  

b) Montrez que la variance conditionnelle de tε  avec l’information en 1t −  est 2 2
0 1 1t tσ α α ε −= +  

c) Montrez que la variance non-conditionnelle de tε  est 2 0

11

α
σ

α
=
−

 

d) Montrez que 1 1( ) 0t t tE ε ε− − =  
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Q1- Solutions  
En prenant l’espérance 

1t t tEx Ex Eδ φ ε−= + +  

 

Si le processus est stationnaire 1t t xEx Ex µ−= =  

 

On a donc x xµ δ φµ= +   qui nous donne     
1x x x

δ
µ φµ δ µ

φ
− = ⇒ =

−
 

 
On soustrait la moyenne du processus original des deux côtés 

1 1

1

1 1 1 1t t t t tx x x
δ δ φ δ

δ φ ε δ φ ε
φ φ φ φ

− −

       −      − = − + + = − + +               − − − −       
 

 

1

1 1 11 1 1

t

t t t t t t

y

x x x
δ δφ δ δφ δ

φ ε φ ε φ ε
φ φ φ

−

− − −

      − − −     = + + = + + = − +            − − −      
�����������������

 

 

On définit tx  moins sa moyenne comme  
1t t t ty x Ex x
δ

φ

 ≡ − = −   − 
 et on peut écrire le processus 

Comme 1t t ty yφ ε−= +   et travailler comme à l’habitude pour trouver 

cov( , ) cov( , )j t t j t t jx x y yγ − −= =     et 

0

co ( , ) co ( , )
 

j

j t t j t t j
rr x x rr y y

γ
ρ

γ
− −= = =
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Q2- 
La prévision optimale pour h=1 est  
*
1 1 1 1 1( ) 0t t t t t t t ty E y E δ ε θ ε δ θ ε+ + += = + + = + +∣     

car 1 0t tE ε + =  et qu’en théorie t t tE ε ε=  

Notez que si on a des estimés 1θ̂  et δ̂  on ne connait pas exactement tε .  

* * 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) (( ) ( )) ( )t t t t t t t t tMSE y E y y E E εδ ε θ ε δ θ ε ε σ+ + + + += − = + + − + = =∣ ∣  

 
 
La prévision optimale pour h=2 est  
*
2 2 2 1 1( ) 0 0t t t t t t ty E y E δ ε θ ε δ+ + + += = + + = + +∣     

car 1 0t tE ε + =   et 2 0t tE ε + =  

 
* * 2 2 2 2 2
2 2 2 2 1 1 2 1 1 1( ) ( ) (( ) ( )) ( ) (1 )t t t t t t t t tMSE y E y y E E εδ ε θ ε δ ε θ ε θ σ+ + + + + + += − = + + − = + = +∣ ∣  

 

La prévision optimale pour 2h >  est  
*

1 1( ) 0 0t h t t t h t t h t hy E y E δ ε θ ε δ+ + + + −= = + + = + +∣     

car 1 0t t hE ε + − =   et 0t t hE ε + =  

 
* * 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1( ) ( ) (( ) ( )) ( ) (1 )t h t t h t h t t h t h t h t hMSE y E y y E E εδ ε θ ε δ ε θ ε θ σ+ + + + + − + + −= − = + + − = + = +∣ ∣
 
Pour un MA(1) généralement on a les prévisions suivantes 

1*         1

                  1
t

t h t

h
y

h

δ θ ε

δ+

 + == 
 >

∣  

 
* * 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1( ) ( ) (( ) ( )) ( ) (1 )t h t t h t h t t h t h t h t hMSE y E y y E E εδ ε θ ε δ ε θ ε θ σ+ + + + + − + + −= − = + + − = + = +∣ ∣  

 
2

*
2 2
1

              1
( )

(1 )      1
t h t

h
MSE y

h

ε

ε

σ

θ σ
+

 == 
 + >

∣  

 

* * * *1.96 ( )     ,      1.96 ( )t h t t h t t h t t h ty MSE y y MSE y+ + + +
 − +  ∣ ∣ ∣ ∣   

Pour un intervalle de confiance à 1 0.95α− =  
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Q3- 
 La prévision optimale pour un horizon 1h =  est  
*
1 1 1 1 1 1 1( ) 0t t t t t t t t t ty E y E y yδ φ ε θ ε δ φ θ ε+ + += = + + + = + + +∣     

car 1 0t tE ε + =  et qu’en théorie t t tE ε ε=  

* * 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) (( ) ( )) ( )t t t t t t t t t t tMSE y E y y E y y E εδ φ ε θ ε δ φ θ ε ε σ+ + + + += − = + + + − + + = =∣ ∣  

 
La prévision optimale pour un horizon 2h =  est  
*
2 2 1 1 2 1 1 1 1

1 1 1 1

2
1 1 1 1

( ) 0 0

      ( )

      0

t t t t t t t t t t

t t t t

t t

y E y E y E y

E y

y

δ φ ε θ ε δ φ

δ φ δ φ ε θ ε

δ φ δ φ φ θ ε

+ + + + + +

+

= = + + + = + + +

= + + + +

= + + + +

∣

    

 
Et 

* * 2
2 2 2

2 2
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

2
2

2 1 1 1 1 1

( ) ( )

(( ( ) ) ( ))

(( ) ( ))

( ) 1 ( )

t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

t t

MSE y E y y

E y y

E y y

E ε

δ φ δ φ ε θ ε ε θ ε δ φ δ φ φ θ ε

δ φ δ φ φ ε φ θ ε ε θ ε δ φ δ φ φ θ ε

ε φ θ ε φ θ σ

+ + +

+ + +

+ + +

+ +

= −

= + + + + + + − + + +

= + + + + + + − + + +

   = + + = + +      

∣ ∣

2

 

 
La prévision optimale pour un horizon 3h =  est  
*
3 3 1 2 3 1 2 1 2

2
1 1 1 2 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1

2 3 2
1 1 1 1 1

( ) 0 0

      ( )

      ( )

      0

t t t t t t t t t t

t t t t t t

t t t t

t t

y E y E y E y

E y E y

E y

y

δ φ ε θ ε δ φ

δ φ δ φ ε θ ε δ φ δ φ

δ φ δ φ δ φ ε θ ε

δ φ δ φ δ φ φ θ ε

+ + + + + +

+ + + +

+

= = + + + = + + +

= + + + + = + +

= + + + + +

= + + + + +

∣

    

Et 

2

* * 2
3 3 3

2 3 2 2
1 1 1 2 1 1 3 1 2 1 1 1 1 1

2 2 3 2
1 1 1 1 2 1 1 1 3 1 2 1 1 1 1

( ) ( )

(( ( ) ) ( ))

(( ) (
t

t t t t t

t t t t t t t

y

t t t t t t

MSE y E y y

E y y

E y y

δ φ δ φ ε θ ε ε θ ε δ φ δ φ δ φ φ θ ε

δ φ δ φ φ ε φ θ ε ε θ ε δ φ δ φ δ φ φ
+

+ + +

+ + + + +

+ + + + +

= −

= + + + + + + − + + + +

= + + + + + + − + + + +

���������������������������

∣ ∣

1

2
1

2
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 3 1 2

2 3 2 2
1 1 1 1 1

2
1 1

))

(( ( ) )

                                                           ( ))

((

t

t

t t t t t t t

y

t t

E y

y

E

θ ε

δ φ δ φ δ φ ε θ ε φ ε φ θ ε ε θ ε

δ φ δ φ δ φ φ θ ε

δ φ δ φ δ φ

+

+ + + + += + + + + + + + + +

− + + + +

= + + +

�������������������������

3 2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 3 1 2

2 3 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 2 1 1 1 3 1 2 1 1 1 1 1 1

)

                                                           ( ))

( ) ( ) (

t t t t t t t

t t

t t t t t t

y

y

E E

φ ε φ θ ε φ ε φ θ ε ε θ ε

δ φ δ φ δ φ φ θ ε

φ ε φ ε φ θ ε ε θ ε φ φ θ ε φ θ

+ + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

− + + + +

= + + + + = + + +
2

2 3

2 2 2 2
1 1 1 1 1

)

( ) ( ) 1

t t

ε

ε ε

φ φ θ φ θ σ

+ +
 +  

 = + + + +  

 

 
Pour h en général amusez-vous! La prévision optimale pour un horizon h  est  
* 2 1 1

3 1 1 1 1 1 1... h h h
t h t t t t ty E y yδ φ δ φ δ φ δ φ φ θ ε− −
+ += = + + + + + +∣  
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Q4- 

a) Montrez que l’espérance non-conditionnelle ( ) 0tE ε =  

 

 

( )
( )

2
1 1 0 1 1

2
0 1 1 1

   1
2

0 1 1

        ( )

        0

        0

t t t t t

t t t

car connu en t

t

E E z

E z

ε α α ε

α α ε

α α ε

− − −

− −

−

−

= +

= +

= + ⋅

=

���������������  

 

Ainsi par récursion d’information  

2 2 1 2( ) (0) 0t t t t t tE E E Eε ε− − − −= = =  

3 3 2 1 3 2 3( ( )) ( (0)) (0) 0t t t t t t t t tE E E E E E Eε ε− − − − − − −= = = =  

… 

1 3 2 1 1 3 2( ) ( (...( ( ( )))) ( (...( ( (0)))) (0) 0t j t t j t j t t t t t j t j t t t jE E E E E E E E E E Eε ε− − − + − − − − − + − − −= = = =  

 
On peut définir l’espérance non-conditionnelle comme étant l’espérance sans information, donc à l’origine 
lorsque j → ∞ . 

 
Ainsi 

1 3 2 1

1 3 2

( ) ( ) lim ( ) lim ( (...( ( ( ))))

                                           lim ( (...( ( (0)))) lim (0) 0

t t t j t t j t j t t t t
j j

t j t j t t t j
j j

E E E E E E E E

E E E E E

ε ε ε ε− − − + − − −
→∞ →∞

− − + − − −
→∞ →∞

≡ ∅ ≡ =

= = =

∣
 

 

Ainsi ( ) 0tE ε =  

 
b) la variance conditionnelle est définie par 

( )
2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1

0
2 2

0 1 1 1

1
2

0 1 1

var( ) ( ( )) ( )

   ( )

   

t t t t t t t t t t t t t t t

t t t

t

E E E E z E z

E z

σ ε ε ε ε α α ε α α ε

α α ε

α α ε

− − − − − − − −

− −

−

≡ ℑ = − = = + = +

= +

= +

���������

�������

∣

 Le processus est conditionnellement hétéroscédastique. 
 
c) la variance non-conditionnelle est définie par 

2 2
1 3 2 1var( ) var( ) lim var ( ) lim ( ) lim ( (...( ( ( ))))t t t j t t j t t j t j t t t t

j j j
E E E E E Eε ε ε ε ε− − − − + − − −

→∞ →∞ →∞
≡ ∅ ≡ = =∣  

Ainsi commençons par 2
1 1var ( )t t t tEε ε− −=  pour remonter jusqu’à 2var ( )t j t t j tEε ε− −=  pour finalement 

prendre la  

lim var ( )t j t
j

ε−
→∞

. 
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( )

( )
2
1

2
2 2 2 2

2 2 2 1 0 1 1 2 0 1 1 1

1
2 2

2 0 1 1 0 1 2 1

2
0 1 0 1 2

var ( ) ( )

            

            ( )

            

t

t t t t t t t t t t t t

t t t t

t

E E E z E E z

E E

σ

ε ε α α ε α α ε

α α ε α α ε

α α α α ε

α

−

− − − − − − − −

=

− − − −

=

−

     = = + = +        

= + = +

= + +

=

�������

���������

2 2
0 1 0 1 2tα α α ε −+ +

 

 
 

( )
( )

2
2

2
2 2

3 3 3 2 1 0 1 1

2 2 2 2
3 0 1 0 1 2 0 1 0 1 3 2

2 2
0 1 0 1 0 1 3

2 3
0 1 0 1 0 1

var ( )

            

            ( )

            

t

t t t t t t t t t

t t t t

t

t

E E E E z

E E

σ

ε ε α α ε

α α α α ε α α α α ε

α α α α α α ε

α α α α α α ε

−

− − − − − −

− − − −

=

−

   = = +     
= + + = + +

= + + +

= + + +

���������

2
3−

 

 
… 
 

1

1 1

2 2
1 3 2 1

2 1 2
0 1 0 1 0 1 0 1

2 1 2
0 1 1 1 1

1 1

1 1

21
0 1

1

var ( ) ( (...( ( ( ))))

...

(1 ... )

1

1

j

t j t t j t t j t j t t t t

j j
t j

j j
t j

j
j
t j

E E E E E E

α
α α

ε ε ε

α α α α α α α α ε

α α α α α ε

α
α α ε

α

− − − − + − − −

−
−

−
−

= −
− −

−

= =

= + + + + +

= + + + + +

 −  = +  − 

�������������������������  

 
Ainsi pour la variance non-conditionnelle on a  

21
0 1 0

1 1

1 1
var( ) var( ) lim var ( ) lim

1 1

j
j

t t t j t t j
j j

α
ε ε ε α α ε α

α α
− −

→∞ →∞

     −         ≡ ∅ ≡ = + =          − −     
∣  

Le processus est non-conditionnellement homoscédastique. 
 

d) Montrez que 1 1( ) 0t t tE ε ε− − =  

 

1 1 1 1

0

( ) ( ) 0t t t t t tE Eε ε ε ε− − − −

=

= =
���������

 

 
 
 


