Exo12
Q1 - Calculez les ACF et PACF du processus stationnaire AR(1) avec constante

z, =08+¢z, , +¢e avece, ~ iid(0,0%)

Q2 - Calculez les prévisions optimales, la variance des prévisions 1,2 et h periodes en avant (step ahead)
du processus suivant ainsi que l'intervalle de confiances a 95% de ces prévisions:

y, =6+¢ +0,g , avece, ~ iid.(0,0%)

Q3 - Calculez les prévisions optimales, la variance des prévisions 1,2,3 et h periodes en avant (step ahead)
du processus suivant ainsi que l'intervalle de confiances a 95% de ces prévisions:

Yy, =86+dy, , +e +06¢ , avece, ~ iid.(0,07)

Q4- Le processus de moyenne conditionnelle est 7, = z,,'5 + ¢, .

On a aussi un processus ARCH(1) pour les aléas tel que ¢, = z, o, + a e’ | avec z, ~ i.id.N(0,1).

a) Montrez que I'espérance non-conditionnelle E(e, ) = 0
b) Montrez que la variance conditionnelle de ¢, avec l'informationen ¢t —1 est o7 = o, + oy &7,

()

¢) Montrez que la variance non-conditionnelle de ¢, est o’ =
11—«
1

d) Montrez que E, (¢,¢, ;) =0



Q1- Solutions
En prenant 'espérance

Er, =6+ ¢Fx, | + Eg,
Si le processus est stationnaire Fzx, = FEr, | = u,

o
Onadonc yi, = 6 + ¢u, quinousdonne p, —ou, =6 = [, =——r0

l1-¢

On soustrait la moyenne du processus original des deux cotés
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On définit z, moins sa moyenne comme y, =z, — Fr, = 1, —[ ] et on peut écrire le processus

Comme y, = ¢y, , + ¢, ettravailler comme a I'habitude pour trouver

v,
v; = cov(z,,z, ;) = cov(y,,y, ;) etp;, =corr(z,,z,_;)=corr(y,.y, ;) = -
7o



Q2-
La prévision optimale pour h=1 est

Yoy = By =E,(6+¢e,,+0,)=6+0+0¢
car E, e, , = 0 etquenthéorie E, e, = ¢,
Notez que si on a des estimés él et 4 on ne connait pas exactement ¢, .

MSE(?/;]U) = By, — y:ﬂh)? = E((6+¢,, +b¢g)—(6+0¢ ) = E(5t+1)2 =0

[\V]

La prévision optimale pour h=2 est
yt*—i-2|t =By, =E(6+¢e,+0¢,)=56+0+0

car B,e,,, =0 et B¢, =0

MSE(?/:MH) = E(y, 5 — ?/:+Zt)2 =E((6+¢e.,+0,,)— 6)7 = E(e ., +6 5t+1)2 = (1+ 012)05

La prévision optimale pour i > 2 est
Yerme = By = B0+ +06,,,)=0+0+0

car b, Epip1 = 0 etFE, Eppp = 0

MSE(?J;hIt) = By, — y:Jrhlt)Q = B((6 + ey +060) = (0)) = Eleyy, + 064 = 1+ 67)0?

Pour un MA(1) généralement on a les prévisions suivantes
X 6+ 0 ¢ h=1
Yeaner = s b1

MSE(?/:HLH) =By, — y:+h|t>2 =EBE((6+e., +0&,,,)— 6)7 = E(e,,p, +6 5t+h,71)2 =1+ 912)03

N 0? h=1
MSE(evn.) = 1+6%)> h>1

Wi~ LIGMSE( ) oyl + 196 MSE( ) |

Pour un intervalle de confiancea 1 — a = 0.95



Qs-
La prévision optimale pour un horizon h = 1 est

yt*+ut =E vy, =E0+dy +e, +be)=0+¢y +0+0¢,

car E, e, = 0 etquenthéorie E, e, = ¢,

MSE(y:JF]“) = B4 — y:+llt)2 =E((6+ oy, e, +0e,)-(00+y +0¢ ) = E(5t+1)2 =0’

La prévision optimale pour un horizon h = 2 est

yt*+2|t =By =E 00+ y,, +e,,+0e,)=0+dEy,+0+0
=0+ ¢ B (6+dy +e, +b¢)
=6+ ¢ 6+ y, +0+¢0¢

Et

MSE(y:+2lt) = E(yt+2 - y:+2|t)2

=B((6+¢, 0+ ¢y, +e,,+0e)te,,+0e,,)—(0+88+d% +a¢0k¢)?

= E((6+ 0,6 + 1y, + ey, 08 +e,+0e,,)—0+686+dy +¢06e))]

- E[€t+2 + (& + 0, ﬁfmf - [1+(¢1 +0, )2]03

La prévision optimale pour un horizon h = 3 est
y:+3|t =By =E 00+t +t0e,)=0+¢Ey ,+0+0
=0+ QB (0+ Iy te s +t0e,)=0+¢06+ O E, Yi1
=0+ ¢ 0+ (B, (6 +dy, +e +0g)
=6+ ¢ 6+ 0+ 'y, +0+ b, ¢,
Et
MSE(y;?“) = E(y, 5 — y:+3|t)2
= B((6 + ¢y (0 + P Ypis + Sin H0i60,0) F s F016,00) = (6 + G 8+ 676 + ¢y, + 0, ¢,))’

Yivo
= E((6+¢,6+ ¢1Qyt+1 + &0 T A0 FE 0 ,)—(0+80+ ‘?5125 + ‘?513% + ¢12915t )’
= E((6+¢,6+ ¢12 O+ by +e,T0e)+de,+dbe,, +e,5+0¢,,)

Yia

—(6+ 0,6+ (6 + )y, +{0,¢c,))
= E((6+¢,6+ ¢125 + ‘?513% + ¢125t+1 + ‘?51291 & tde o tdbe,, te,,+0¢6,)
—(6+ 0,6+ (6 + )y, +l0,c,))
= B(¢fe, 11+ €pn T A0 Epy ey H0E,,) = E[(¢12 TG0 )y + (D +0 )5 + 6
= [(¢12 +¢101 )2 + (¢1 + 01 )2 +1]‘7§

2

Pour h en général amusez-vous! La prévision optimale pour un horizon h est
yt*—O—hIt =By 3 =0+¢06+ ¢12‘5 +..t ¢1h_15 + ¢1hi‘/t + ¢1h_191 =



Q4-
a) Montrez que I'espérance non-conditionnelle E(e, ) = 0

E, g

2
Et—l(zt ay + o 51&—1)

2
VO + g )Et—l(zt )
car _connu en t—1

e +041€t2_1 -0

o
0

I
—_

Ainsi par récursion d’'information
E, e, = B, ,(E,_i&,) = E,_,(0) =

0
E,_se, = E,_3(E,_4(E,_j5,)) = E,_3(E,_,(0)) = E,_4(0)=0

Et—j(gt ) = Et—j(Et—j—H('“(Et—?)(Et—Q(Et—lgt )))) = Et—j(Et—j+1('"(Et—B(Et—Q(O)))) = Et—j(o) =0

On peut définir 'espérance non-conditionnelle comme étant I'espérance sans information, donc a I'origine
lorsque j — 0.

Ainsi
E(g)=E | 9) = jh_fgc E_i(e) = thgo By (B (- (B _3(By 5 (B _g,))))

= JILH:C By (B (- (B _3(E;,,(0))) = ]151010 E,_;0)=0
Ainsi E(e,) =0

b) la variance conditionnelle est définie par

2
2 _ i _ 2 _ 2 _ [ 2 _ 2 2
o =var(e, | S, ) = E,_ (e, —E,_(5,)) = E, &, = E,_, (zt Qy + oy 51&—1) = E, 7 (0g + o8 4)
_(_J
0
_ 2 2
=(ay +a15)E,_7
—_—
1
= q, + &
0 1~t-1

Le processus est conditionnellement hétéroscédastique.

c) la variance non-conditionnelle est définie par
var(e, ) = var(e, | 9) = }EEC Vart—j(gt) = jh_fgo Et—j(gz?) = lim Et—j(Et—j+1(“‘(Et—3(Et—2(Et—1€zf2))))

J—00

L - 2 . ’a - 2 .

Ainsi commengons par var, (¢, ) = E, ,&; pour remonter jusqu'a var, (g, ) = E, & pour finalement
prendre la

lim var, (g, ).

j—o0



2
2 [ 2 2 2
var, ,(e,)=E, ,ef = E, , [Et_1 (zt a, + oy 5t_1) ] =FE, ,|(ay +oqe; ) E, 2

=1
_ 2 | _ 2
=B, (O‘o o gt—l) =y +oy By g
—_—

_.2
=0

=0y + o (0 +oy 8?_2)

_ 2.2
=qp ooy +aje,

2
var, (e, ) = E, ;¢; = E, 4

2
B, [Et—l (Zt Ny T 5?—1) ”
2

_ 2.2 )\ _ 2
=Ly (ao oo + a15t72) =ty oy By _sg
—_—
_ 2
=02
=a, +a,q, +a(a, +a,e2,)
0 1% 1@ 181-3

_ 2 3.2
=0y t ooy ooy +a5g 5

2 2
vart_j(et) = Et_jst = Et—j(Et—j+1(---(Et—3(Et—2(Et—15t ))))
=qp + o + afao + ...+ af’l% + ozfsf_j

=a,(1+a +of +...+af ") +aofel

_ v 1
17(11 117(11
1—a 4
=« L1+ aje? .
0 1%t—j
-

Ainsi pour la variance non-conditionnelle on a
J
aq

o)

, 1
—|—af€t2j]:a0 . ]
-

var(e, ) = var(g, | ©) = lim var, (g, ) = lim

J—00 j—00 1—a

Le processus est non-conditionnellement homoscédastique.
d) Montrez que E, (¢,¢, ;) =0

E (g&,)=¢,E 4¢)=0
—_—
-0



